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DISTRIBUCIONES DE LA RESPUESTA MAXIMA A UNA
EXCITACION ALEATORIA
A. Gerald BRADY·
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RESUMEN
La confianza que se puede otorgar a 105 espectros de res-
puesta media depende de la dispersion de /05 valores de
105 espectros individuales en torno a esta media. La dis­
tribucion de la respuesta de ve/ocidad re/ativa maxima se
ha investigado experimentalmente por ffknicas de Monte­
carlo usando un modelo analogico e/ectrico de una excita­
cion de ruido blanco de duracion constante. Los resultados
tabulados de la media y de la desviacion estandar para ve­
rios valores de amortiguamiento y perlodo y los histogra­
mas presentados, indican en que forma las distribuciones
dependen de estos dos parametros estructurales.
Para confirmar las distribuciones se han seguido me­
todos ana/fticos usando igualmente excitacion de ruido
blanco; una ampliacion de los resultados de Rosenblueth
y Bustamante permite encontrar expresibnes anaflticas pa­
ra las distribuciones de una variable que difiere poco de
la ve/ocidad re/ativa. ,Por medio de calcu/os con computa­
dores e/ectronicos digitales se confirma que las tecnicas
numericas aproximadas de Rosenblueth dan valores bien
a;ustados de la probabilidad de sobrevivencia. Se han he­
cho otros calcu/os para obtener una familia de distribucio­
nes de la respuesta maxima aproximada normalizada, con
respecto a la respuesta maxima amortiguada. Cada miem­
bro de 10 familia con su desviacion media y estandar de­
pende del parametro n siT. Como ayuda Dora los estudios
• Profesor en Ingenierja Civil, Universidad de Auckland, Nueva Zelandia.
··lngeniero In v e s t l ga do r de lDIEM, Universidad de Chile, Profesor de la Es cue Ia de Ing e nl e­
ria de la Un iv e rs Id a d de: Chile, con p e rm i s e en e l In s ritu to TecnolC:;gico de California, pasa­
den a, Ca liforn i a.
162 REVISTA DEL IOIEM vol 5, nD 3, d ic l embre 1966
de Montecarlo ha resultado inapreciable la. computacion
hibrida usando 0 computadores anal6gicos 0 digitales, ce­
da uno donde era mas apropiado.
INTRODUCCION
Un terre moro y su efecto en una e s rruc tura simple de un grado de libertad pue­
de caracterizarse por medio del e s pec tro de re s pue s ra de Ia velocidad re la ri­
va maxima, Hamado c omunme nre e s pe c tro de respuesta 1,2, que expresa la ve­
locidad relativa maxima alcanzada por Ia masa en una e s truc rur a lineal con
amortiguamiento viscoso, durante la e xc irac ion de la base. La ec uac ion de mo­
vimiento para tal e s tr uc tura pue de escribirse:
m x + c x + k x = - my (t) (2.1 )
0, 10 que e s 10 mismo,
(2.2 )
en que m e s la masa, c e l coeficiente de amort igua c ion viscosa, k la rigidez,
x e s e l desplazamiento r e la t iv o , y(t) es Ia ac e le r ac i on ab s o luta del s ue lo ,
n = c 12 \ km e s la fra cc ion de a mort ig ua c i on c r it ic a y Wo - ,,(kim es la fr e -
cuencia natural. La e c ua c i cn (2.2) indica que e l valor maximo de x depende
de 2 par ame tr os n y co o' En el campo de la ingenieria antis is mica, los dos pa­
rame rro s que s e us an son e l periodo natural, T = 2TTIwo y n. Existen las cur­
vas de los e s pe c tro s de respuesta en terminos de n y T para todos los re rre mo­
tos fue rte s registrados en Esrad o s Unidos'• Casi todos t ie ne n una forma si­
milar. La curva no amortiguada tiene una parte rapidamente oscilante en los
periodos bajos (hasta unsegundo)y tiende a variar en torno a un nivel razonablemente
c onsranre para periodos altos; a medida que aumenta e l amortiguamiento, las curvas
s e suavizan e indican m ax imo s progresivamente m e nore s , Aunque pued e e spe­
ra r s e que los e s pe c rro s de los te rr e moro s fuertes futuros sean similares a es-
tos , las partes oscilatorias seiialan que hay alguna duda sobre c uan proxima
sera la similitud. Los ocho componentes de los c ua tr o terre moto s mas fue rte s
re g i s trad o s hasta 1959 han sido usados por G.W. Hous n er para calcular un e s­
pectro medio, con e l cual s e pue d e estimar la r e s pue s ta maxima e s pera da a
rururo s rerr e mot os ". Sin embargo, no s e puede l l e g ar a conclusiones con re Ia­
cion a la dispersion de tales re s pue s ra s max ima s futuras r e s pe c ro a su valor
medio a partir de una mue s tra tan pequeiia. Uno de los problemas respondidos
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en e s te trabajo se deriva directamente de e s ro, lComo obtener sufic ie are in­
formacion sobre re s pue s ra s maximas de modo que s e pueda deducir la d is tr i­
buc ion en torno a la media?
Es ta s distribuciones son de inreres cre c le nre en la actualidad para aque­
lIos ingenieros proyectistas que pue de n sacar ventaja de un conocimiento pre­
vio de la probabilidad de sobrevivencia 0 de falla de una e struc tura, Los t i­
pos de problemas que se plantean son los siguientes: Supongase que se haya
especificado un terremoto e s tandar como e l mas desfavorable para una locali­
dad particular y que se pueda obtener un ensemble de tales terremotos con pro­
piedades e s ead is ric a s identicas'lEn que forma afectan los parametros e scruc­
tura le s de masa, amortiguamiento y rigidez al valor medio de la tension maxi­
ma experimentada en algun pun to critico por una estructura simple? lCual e s
la probabilidad de que la tension maxima sea un c ierro multiplo de la que co­
rre sponde a la media de los maximos del ensemble y como afectan a estas pro­
babilidades la masa, e l amortiguamiento y la rigidez?
Para responder a estas preguntas e l problema sera formulado en la forma
mas simple pos ib Ie , Cons idere se un oscilador simple, lineal, amortiguado vis­
cos ame nt e , de un grado de l ibe rtad , cuya base s e pueda e xc itar a l azar. La
naturaleza particular de la e ac irac ion no e s tji todavia especificada, aunque
sera tal que la ac e Ie rac idn de Ia base sera en definitiva una cualquiera de las
siguientes: ruido blanco, como el usado por primera vez por Housne r" y pos­
teriormente por otros autort:sl•6•7•a,9; un proceso gausiano no blanco con una
densidad de potencia especificada, como e l usado por Hous ner y [e nn ings ";
y registros reales de terremotos fue rre s", Una vez que s e elija e l t ipo de ex­
c itac ion junto con su duraci6n y alguna medida de su fuerza 0 inte ns idad , se
puede hacer un estudio significativo de las propiedades estadisticas de la
respuesta de la e s truc rur a , Estas tres e xc irac ione s ofrecen dificultades pro­
gresivamente crec ientes para obtener respuestas analiticas al problema de la
distribuci6n, y en realidad la tercera e s incluso dificil de describir s at is fac -
tor iame nre en forma mat e mat ic a , d eb id o a s u naturaleza no estacionaria.
En vista de esto, se investigaron las tecnicas Monte c ar lo para una s o lu­
cion e.xperimental que tuviera un amplio campo de apl icac ion, ya que estaban
en juego diferentes tipos de e xc itac idn, La tecnica podia ser usada e stab le­
ciendo una exc itac ion repetitiva, 0 sea una cuyas propiedades e srad is tic as
pudieran re pe r irs e a voluntad, aplicada a la base de la estructura suficientes
vee e s como para determinar experimentalmente las curvas de distribuci6n de
la re s pue s ta maxima. Habia que ha e er e lecc ione s apropiadas de amonigua­
miento y periodos de la estructura para obrener un espectro c omp le ro de cur­
vas de d is rr ibuc ion utiles. Los experimentos matemat ico s repetidos pueden
s er facilmente desarrollados por las tecnicas del computador ana16gico e lec-
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trico. Los resultados pueden compararse con un ana l i s is que sigue e l me rodo
de Rosenblueth y Bustamante' para obtener las densidades de probabilidad de
respuesta maxima y s u dependenc ia del amortiguamiento, periodo y durac ion
de la e xc itac i on , para e xc itac i one s simples.
TECNICAS DE MONTECARLO
Se us o el computador ana l og ic o e Iec tr ic o del Dynamics Laboratory para pro­
veer resultados e xpe r ime n ra le s apropiados para comparac ion posterior, us an­
do el s iguie nte metodo (Fig. 1).
ECUACION DE MOVIMIENTO
,c = ,[a,Eo(t) - ali - a2xldt
o
ECUACION PARA EL MODELO
EXCITACION Eo (t)
xJJ ic
CERO
INCRONIZAOOR_-__-- ..... VOLTIMETRO DIGITAL
Fig.!. Diogroma de bloque del modelo el';ctrico para la "elocidad relati"a maxima del ascllador.
Se disponia de un �enerador de ruido de baja fre c ue nc i a , cuya s efia l podia
hacerse pa s a r a naves de filtros para proveer e xc itac ion al azar con c ua.lqui er
densidad e s pec tr a l de potencia especificada. Es ra flexibilidad es una de las
ventajas del computador anal6gico de e s re e s rud io, La densidad de pore nc ia
e spe c rra l de un r e g is rr o de rerremoto e sra relacionada aproximadamente con
el cuadrado del e s pe c tro de r e s pue s ra no amortiguado, y s ur g io la posibilidad
de usar una curva de d e ns idad e s pe c tra l media, en e l mismo s e nt id o que Hous­
ner y j e nn ing s ", deducida de la curva de e s pe c tr o de r e s pue st a media d e scr i-
DISTRIBUCIONES DE LA RESPUESTA MAXIMA 165
ta en la Introduce ion. Sin embargo, debido a que la oportunidad de comprobar
los resultados ex per ime nta le s fre nt e a los te or ic o s existian solo si s e hac ian
suf ic ie nre s simplificaciones, s e us o la exc irac ion del tipo de ruido blanco con
densidad espectral constante hasta 100 cps.
Para ob te ner d ifere nre s valores de amortiguamiento y periodo se ajusta­
ban los elementos que controlan a esos coeficientes. En cada operacion se
aplicaba e l voltaje correspondiente a la velocidad relativa ic eo una d ire cc Ien,
por medio de un circuito de diodo simple, a una placa de un coodensador. Por
obs ervac ion visual frecuente de e s te voltaje se comprobaba que la amplitud
estaba variando con suficiente lentitud eo torno al mb:imo y que la observa­
cion ba s tab a hacerla en un solo sentido. EI condensador retenia e l valor ma­
ximo del voltaje que s e le aplicaba durante la e xc ieac ien, EI valor final se
leia descargando e l condensador a trave s de un dispositivo integrador y apli­
cando la salida a un voltimetro digital. Este e s taba conectado a un impresor
digital para e l registro permanente. Se us e s ie mpr e la d urac ien de 30 segun­
dos con un dispositivo auromat ic o de s incron izac ion para echar a andar y de­
rener la e xc itac ion , medir y registrar e l maximo, llevar a cero e l sistema y e l
registro de puntas, y re pe t ir la ope rae ion, Se tomaron 1.000 muestras para ca­
da uno de cuatro period os d ifer e nre s (0,2; 1,0; 1,5 y 2,0 segundos) y cuatro
fracc ione s de amortiguamiento (0, 2, 5 y 10%). Para calcular la media y la des­
v iac ion para los 16 c a s o s , se us o e l computador digital IBM 7094 del Ins t iruto
de Tecnologia de California y se trazaron en cada caso los histogramas de
los maximos. La exc irac ion y la salida fueron proporcionadas adecuadamente
para obre ner las Iec tura s a la escala en que s e presentan aq ui, En ana l is is
posteriores la re s pue s ta se e x pr e s o en forma no dimensional dividieodo por
la media no amortiguada, a s i que en e s re trabajo no s e prerende registrar las
unidades de velocidad.
Los 16 histogramas aparecen en las Figuras 2 a 5 junto con las d is tribu­
c ione s te or ic a s c orr e s pond ie nt e s a T = 0,5; 1,0; 1,5; 2,0 segundos y n = 0,2,
5 y 10%. En cada histograma s e muestran la media experimental IL, y la des­
v iac ion e s tand ar a, Se nota que Ia media y la d e sv iac ion e s tandar aumentan
ambas con e l periodo para un d e re rm ina do amortiguamiento. Es te c omporra­
miento de la media pue de esperarse de la forma de los espectros de re spue sta
de terre moro ex isre nce s , Para cada grupo de 1.000 muestras s e calcularon la
media y la d e sv iac ion e s tand ar para 50, 100, 150, •.• 1.000 muestras, con e l
objero de ob te ne r informacion sobre la dependencia de II- Y o con respecto al
niimero de m ue s tra s , En general las medias s e estabilizaron de spue s de 300
a 500 muestras y las desviaciones e s rand are s d e spue s de 500 a 600 mue srras ,
Como i lus rrac ion tenemos en la Fig. 6 p. y (T en func ion del mime re de mues­
tra s para e l valor de T = 1,0 segundo y los cuatro valores de n considerados.
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Fig. 2. Distribuciones de 10 respuesta maxima, teorica y experimental.n = 0,00
ECUACIONES ANALITICAS DE LA DISTRIBUCION
En e s te capitulo se deducen las expresiones de la densidad de probabilidad
siguiendo e l trabajo de Rosenblueth y Bus tamanre" sobre probabilidad de so­
brevivencia y e xre ndiendo sus resultados para obtener curvas con las cuales
comparar las del capitulo anterior. La parte principal del proximo capitulo e s­
ta c ons t itu id a por c a lculos exactos de las expresiones he cha s con e l compu­
tad or IBM 7094, y una ind ic ac ion del uso al que pue d en destinarse.
Para d e jar en claro los fundamentos del ana l i s i s se d e s c r ib iran en primer
lugar los resultados de Ro s e nb lue th y Bustamante.
Se s upone que la ac e lerac icn del suelo c ons is te en una ser ie de impulsos
distribuidos al azar tanto en magnitud como en tiempo, tales que la velocidad
del suelo cambia ins ranrane ame nte en una cantidad uj en e l ins rante 'i' La
ac e lerac ion yet) esta dada e nronc e s por e
j
)i( t) = '1 U j S (t - tj )
i= I
0< t < s (2.3)
yet) = 0, en los d e mas inre rva lo s
en que la s umaror ia se e x t ie nd e solo hasta e l impulso que precede inme diara-
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mente al intervalo t 0 sea tj < t < tj +1; 13 (t) e s la func ien delta de Dirac y 5
la durac ion de la e xc ita c ion,
Coso no amortiguaJo
La ec uac ion (2.2) con n = 0 da Ia respuesta de un osciIador lineal no amor­
tiguado. Para condiciones ioiciales nulas, las expre s iones segun la integral
de Duhamel de x y ic pue de n s ust iruirse en la r e lac ien que sigue por uoa espre­
s ion r:
dando
(2.4)
r2 = I .� Uj sen Wo ti J + i.� ui coswo t� 2 (2.5)
L 1 =1 _I L I =1 _:
La expre s iSn r e s de primordial iDteres en e sre a na l is Is j)orque da buena
aprox ima c ion de los valores absolutos maximos locales tanto de wox -comc de
x en func ion del tiempo. Esto se puede verificar facilmente ya que x = 0 para
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n = 0,05
x'maximo y X e s ta cerca de un maximo local cuando e l oscilador pasa por x = O.
Es ta s deducciones pueden confirmarse observando un registro de la re s pue sra
a una e xc ita c ion de ese ripo , Tal registro ind ic ara ta mb ien que cuando e l ex.­
citador parte desde el reposo, se n e c e s i t a un intervalo de t ie mpo razonable,
que depende de la frecuencia natural Woo antes que el movimiento oscilatorio
de amplitud Ientame nte variable se establezca. Si la d urac ion de la exc irac ion
es mucho mayor que e l per iod o natural T y el maximo valor de r ocurre en un
ins ranre apreciablemente posterior al comienzo de la e xc ita c lon , entonces r
es una suficiente apr ox ima c ion del valor maximo local tanto del woxl como delxj.
Aunque las dos c omponenre s de r indicadas en (2.5) no son variables a­
le ator ia s e srr ic tame nre ind e pe nd ie nre s , deben ser tra tada s , para los efectos
de e s re ana l is is , como los c ompone nre s de un camino a le aror io bidimensional.
Mao; ad e lanre se d is c ure la jus rific ac ion de e s re a na l is i s , En e s t e caso, r es
la distancia desde el origen al punto movil del plano. La parte siguiente del
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n = 0,10.
ana l is i.s es e l paso a l limite de tramos de Iong itud infinitesimal. En la analo­
gia del camino a le aror io, Feller10 ha demostrado que si la longitud de los tra­
mos y de los incrementos de tiempos se mantieneo respectivamente iguales,
entonces deben cumplirse ciertas condiciones que los relacionan, al pasar al
limite, para que la velocidad de recorrido se mantenga fin ita y no haya una de­
r ivad a predominante en e I movimiento. Para longitudes de tramos e incremen­
tos de tiempo variables al azar, las condiciones para e l movimiento original
del suelo pue den escribirse como sigue:'
E 'f u 2I
t = tl
------ = 2 Ie I' una constante
t 2' t 1
lim (2.6)
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(2.7)
Se ha d emo s trado" que e s ta Intens ida d , klo estli relacionada con la den­
sidad espectral de porenc Ia , G( (I), del proceso e s toc as rlc o del cual (2.3) pue­
de considerarse un miembro.
(2.8)
en que ,\ e s e l mime eo medio de impulsos por segundo y (12 e s su varianza. Si
s e cump len e sta s condiciones (2.6) y (2.7) e s licito pasar allimite y e l camino
a le aror io s e transforma eo un sistema regido por la ecuac idn de difusion1o
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at
en que � es la c ons ta nte definida en (2.6) y la probabilidad de que r e s te com­
prendido entre r y r + dr en el ins tanre t es 27TU (r,t')rdr, 'tomando en cuenta la
s ime tr ia radial en e l p la nre am ie nro del problema. Hay dos condiciones en
u(r,t) que permiten resolver la ecuaci6n (2.9).
Primero, para todo r =1= 0 la probabilidad de que r exceda un radio elegido
R es cero, luego
u(r,t.) = 0, t>O (2.10)
Esto asegura que u(r,t.) te ndra la forma c orrec ra al s us t iruir lo en la ex­
presion de la probabilidad F(R t) de que R no haya sido excedido en n ingun
ins ranre durante el t ie mpo t:
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R
F(R,t) = 271 (u(r,t,)relr
o
(2.11)
Segundo, para t = 0, e s ev id ente que r = O. La e cuac idn (2.11) conduce
a e Ieg ir u (r, 0) de la forma
u (r 0) = ...§.!.!L (2.12)•
fTr
e ntonc e s
F(R,o) = 2fT r S(r) rdr = 1fTr
o
(2.13 )
se cumple ps ea todo R ,-inclusive e l valor c ero,
La cond ic ion de borde, (2.10) da la posibilidad de resol:ver e l problema
del "primer paso", pues con la condic ion inicial, (2.12) e s posible resolver
(2.9) y sustituir en (2.11) obteniendo la probabilidad F(R) de que R no haya
sido excedido en ningun ins ranre durante los 5 segundos de exc itac ion
R
F(R) = F(R,s) = 2fT (u(r,s)relr
o
Es ra e s la func Ion de d is tr ibuc ion'" para e I valor maximo delicldurante una
e xc itac ion de s cr ira por (2.3), (2.6) y (2.7). La funcion de densidad de proba-
(2.14)
bilidad f(R) esta dada por
f(R) =
aF
aR
(2.15 )
Solo se considerao va Iore s positivos, de modo que tanto F(R) como f(R) 500
cero para - 00 < R < 0
Las s oluc ione s para F(R) del caso no amor t iguad o sqn15
00 -� sA2m /R2
F(R) = 2 I e _
m = 1 A mJI ( A m)
(2.16)
feR) puede obre ners e de (2.15) y (2.16)
(2.17)
en que Am son los ceros de Jo, y Jo Y J1 son funciones de Bessel de primera
c la se , Eo los calculos s ig uie nre s e s preferible transformar R en una expresion
sin dimensiones d iv id iendo lo por su valor e s pe rad o 0 me d io ; dado por
00
E(R) = ( R f(R ) eI R
o
(2.18)
sustituyendo feR) de (2.17) da
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(2.19)
La serie de (2.19) no converge uniformemente en R pues para R == 00 el
cr irer io de D'Alembert indica que la s er ie diverge cuando m ""00 Eo consecueo­
cia la s er ie no puede inte grars e termino a termino. Rosenblueth y Bustamante'
llegan a la misma ecuac ion (como 10 seiiala M.L. Juncosa12) eo func ion de un
parame tro a =s;, R v'k:S. La e cuac idn (2.19) se transforma
(2.20)
Una manera de integrar esta serie es hacer la Ineegrac Ien hasta un nume­
ro finito suficientemente grande, para e l cual la serie todavia converge uni­
formemente, e intercambiar el orden para e sra parte de la integral'. El limite
superior de la integral se escoge de modo que el desarrollo a s intdric o para la
suma de la serie de una c ontr ib uc Idn despreciable para el re sto de Ia integral.
En e s ta forma (2.20) se reduce a
E(R) = 2,348 .jk,s (2.21)
Caso amo,tiguaJo
El analisis para el oscilador amortiguado se asemeja mucho en sus aspectos
fundamentales al caso no amortiguado. Los resultados importantes son los
mismos que obtuvieron Ros e nb lue eh y Bustamante', aunque los metodos usados
corresponden a los del caso no amortiguado y e s tan influenciados por la dis­
c us Ien de Caughey y Gray13. A c ont inuac ion s e pre se nran los puntos pr inc i­
pales que conducen a la func ion de densidad de probabilidad para el o sc Ila­
dor amortiguado.
La formac ion del problema no perm ire us ar el parsime tro R definido en la
e c uac ion (2.4). En su lugar e I parame tro que se debe usar como un valor ma­
ximo local aproximado tanto de Iwo"l como de ic esta dado por
(2.22)
en que w
da por
Wo ./1 - n2• EI ana l is is se hace en terminos de una expre s ion '1 da-
r = e nwo t,
1 (2.23)
en que n e s la Frace ion del amort igua m ie nto c r it ic o, La prob ab il id ad de que
Rl < 'I <Rl + rlRI en el Ins ranre t esui dada por II, (R"t)2"R1rlR. y e s ra re g ida
por la e c uac Ien
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K 2n(AJotva _ au,Ie ul--
at
(2.24)
Esta probabilidad e s igual que la probabilidad de que R < r <R + dR en e l
instante t en que R, y R e stan relacionados por
R = enwo TRI (2.25)
Un nuevo cambio de variable pe rm ite ob te ne r las condiciones iniciales
y condiciones de borde c orre s pcnd ie nte s a las ecuaciones (2.10) y (2.12); en
e s ta forma e s pos ib le resolver la e c ua c ion (2.24) como un problema de valo­
res caracteristicos.
La probabilidad F(R) de que r no e xc e da a R durante los 5 se gundos de
la ex c irac ion e s ra dada por
I
2 ee (zMm(z)clz
F(R) = e
n(AJoS
I _...;0:.- e
- VmS
m=r 'r a ) C Z
a
dzMm (z e 3 z
o
(2.26)
en que Z e s una variable a cc e s or ia de inte gra c ion ; Mm (z) e s una func ion de
valores c arac rer is t ic os para e l problema, funcion h ipe rg e ome tr ic a conf luen re'"
que de pe nd e del amortiguamiento n, de la frecuenc ia natural (AJo, de la dura­
cion 5, de la intensidad de e x c ita c ion klJ del valor de la variable R y del va­
lor caracteristico Vm, Y c, e s una c on s ta nte dada por
(2.27)
En la referencia 15 s e e nc ontrara una d e scr ipc icn de los valores caracteris·
ticos vm y una re lac ion de como la e c ua c ion (2.26) para F(R) del caso amor­
tiguado s e reduce a la e c uac ion (2.16) en e l caso no amortiguado.
La func ion de densidad de probabilidades f(R) s e obtiene diferenciando
la ec uaz ion 2.26 parc ia lme nre con re s pe c ro a R. Esto no e s posible excepto
con metodos numer ic o s , Las curvas se obtuvieron numer ic ame nre para varios
valores del periodo, amortiguamiento y durac ion como se describe mas ade­
lance en e s te trabajo.
Discus;on Je las ecuaciones cle las lunciones Je JensiclaJ Je probab;tiJaJ
El c a lc ulo de Ros e nb lue rh y Bustamante' del valor esperado de la r e s pue s ta
maxima no amortiguada s e giin (2.20), aunque obje rad o por Juncosa12, e s co­
rre cto , Esto se desprende de los calculos de F(R) s e gfin (2.16), I(R) segun
(2.17) y E(R) se giin (2.1,8} hechos con computadora digital conforme se des-
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cribe .e n el proximo capitulo. En los calculos no se intento mostrar la renden­
cia a un desarrollo a s Intot ic o de F(R) para valores grandes de R. En vez de
eso se intento e s tab Ie eer si la e cuac Idn (2.16) era apropiada para todos los
valores de R que interesan, a saber hasta que F(R) alcanza efectivamente la
unidad. Se hizo 10 mismo tambien pua el caso amoniguado, en que FfR) esta
dado por (2.26). En e l proximo capitulo se muestra la efe�tividad de e sre pro­
ce d imiento.
La contribucion de Caughey y Grayll sirve para justificar e l plaoteamien­
to de Rosenblueth y Bustamante' que forma la base de este trabajo. Las con­
diciones que deben satisfacerse para obtener las ecuaciones (2.9), (2.10) y
(2.12) para e l caso no amortiguado y Ia correspondiente (2.24) para e I caso
amortiguado son las s iguientes:
a) La exc Itac idn del suelo de ruido blanco definida en (2.3) obedece las e s -
pecificaciones de (2.6)y (2.7).
b) La e xpre s ion r definida por (2.5) para e I caso noumorelguado y por (2.22)
para e l caso amortiguado es una buena aprox ima c idn del valor maximo lo­
cal tanto de lCc>oxlcomo delic.IEsto se cumple si el amortiguamieoto es pe­
que fio , la durac Idn es mucho mayor que e l periodo natural y el valor maxi­
mo de r se produce un tiempo aprec iab le de spue s del comienzo de Ia exe l­
tac Ion,
Es ras s upo s ic rone s corresponden muy de cerca a las requeridas para que
el planteamiento de Caughey y Gray sea comparable. Ellos coosideran que la
es c irac ion en (2.2) es mare mat ic ame nre un ruido blanco, con densidad de po­
re nc ia e spe c tra l c ons tanre para t od os las frecuencias entre -4- 00.
Dados e l desplazamiento relativo y la velocidad en c ie rro instante, fa
probabilidad de que ellos se encuentren en e l intervalo diferencial de otro par
de va�ores en un i':lstante posterior viene dada por Ia ecuac ien de Fokke r­
Planck, que da Ia densidad de probabilidad de eeans ic Idn corresp ond iente ,
Como e l sistema comienza desde e l reposo, e sra probabilidad se reduce a I.
considerada en este capitulo. Sin embargo, el cambio a coordenadas polares
re que r ido para introducir la c ond ic idn de borde del problema del "primer paso"
no reduce Ia ecuac ion de Fokker-Planck exacta·mente a las ecuaciones de di­
fusion (2.9) y (2.24). La dificultad e str iba en Ia dependencia angular de las
s o luc ione s , Tal dificultad se elimina a l s upone r que Ia d urac ien e s mucho ma­
yor que el periodo natural. Se ne ce s ira un cambio de coordenadas diferenre
para aj us tar e x ac tame nte el radio r del caso amortiguado, pero si la amorti­
guac ion s e mantiene pe que fia , a saber, muy inferior a la unidad, se vueive a
obre ne r la e cuac ion d e d ifus icn (2.24). Esta d ifere nte formulaei6n matematiea
del problema c onduc e a las m is ma s e c uac ione s d ifere nc ia le s que e l planrea­
miento de Ros e nb lue rh y Bustamante, bajo suposiciones similares.
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EXTENSIONES CON COMPUTADOR DIGITAL DE LAS CURVAS EXISTENTES
La func Ion de d is tr ibuc ion F(R), la densidad de probabilidad f(R) y e l valor
esperado de R, E(R), se dan para e l casu no amortiguado por (2.16), (2.17) y
(2.19). Hay tablas que dan los ceros de ) 0 y los valores de)1 para e s os ce­
ros. Los c a l culos se hicieron en termino del par ame rro no dimensional
a =
R
(2.28)
de forma que no s e requieren valores e s pec If ic os de R, 1<1 0 s. EI procedimien­
to c ons is t io en calcular c a da termino de las series de esas ecuaciones has ea
que s e alcanzara en las tres una exactitud preestablecida, incluyendo la apro­
x imac icn de F(R) a la unidad. Se e nc ontr o que e l rnime ro de terminos ne c e s a­
rios variaba desde dos, para valores pequeiios de a; hasta doce para los va­
lore s mas altos de a necesarios para la e x a c t irud preestablecida. EI calculo
de E(R) se giin (2.19) dio e l mismo resultado que s e gun (2.21) ha sra cuatro c i­
Eras significativas, como s e esperaba. Esta c onf irmac ion indica que e l valor
obtcnido por Juncosa 12 e s ea equivocado, como 10 suponian Rosenblueth y Bus­
tamante. Se us o e s te valor de E(R) para e I caso no amortiguado en la re pr e­
sentacion de F(R) y f(R) a s i como de todos los resultados subsiguientes del
casu amortiguado. La respuesta R s e Lle v o a una e x pr e s ion no dimensional
de sc r ib iendo la en terminos de la fracc ion de la r e s pue s ta no amortiguada e a­
perada Ro. Las Figuras 7-a y 7-b muestran F(R) y feR) en terminos de RIRo,
c a lc u la d os ha s ta c ua rr o cifras significativas. En la Figura 7-a e s ran c o loc a­
dos algunos punros obtenidos del trazado por Rosenblueth y Bustamante de
Q = 1 - F(R); e l los concuerdan en forma muy aproximada.
La Figura 7-a puede considerarse como indicadora de la probabilidad de
sobrevivenc ia de e s tr uc tura s no amortiguadas durante una exc ita c ion de 1<1 s
fijo. Si la r e s pue s ra maxima media se designa por Ro, entonces la probabili­
dad de que la r e s pue s ta maxima no haya alcanzado un determinado mult ip lo de
aque l , se pue de leer en la curva.
La Figura 7-b pue d e adaptarse facilmente para c omparar con los resulta­
dos e x pe r ime nta le s mencionados en e I capitulo sobre tecnicas de Monre c ae lo,
Las e s c a la s del diagrama pue d e n ajustarse para ha c e r mas Eacil la compara­
cion con un histograma; por e je mp lo , mostrando la frecuencia de las r e s pue s­
tas max ima s re a le s a una e xc itac ion e s eandar , Tal pr oc e d im ie nro s e describe
mas ade la nte en e sre capitulo.
La Iunc ion de d is tr ibuc ion F(R) s e da para e l caso amortiguado por (2.26).
Pue de mos erar s e que e l amortiguamiento n solo aparece con la fre c ue nc ia na­
tural en la forma nwo y por 10 tanto con e I periodo natural en la forma niT.
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Esto es de e s pe rar de la forma de (2.24) donde apare ce nwo. Ademas, la dura­
cion s solo aparece con e l amortiguamiento y con la frecuenc ia natural en la
forma nslT. Cuando se introduce Ro como e l valor esperado de la respuesta
no amort iguad a , dada por (2.21), F(R} puede e apre sars e en funcion de RIR y
nslT solamente. Se hicieron una c anrida d de ensayos preliminares para com­
probar la exactitud del programa del c ompurador y d e spues para contrastar los
resultados con dos de las curvas de Rosenblueth y Bustamante.
EI caleulo de los valores caracreelsriccs 11m Y de las funciones c onflue n­
tes h iperge omerr ic as Mm(z} se hicieron con seis y con ocho cifras significa­
tivas. EI segundo valor alteraba F(R} solo en la quinta cifra s Ign ificar iva, y
en consecuencia no s e us c, Las integraciones s e hicieron con 20 y con 40
intervalos iguales, separadamente, y se e nc onerc que COD 20 intervalos se
obre nia e l mismo orden de exactitud en los resultados de F(R}. Todos los cal­
culos pos eer iore s de F(R} se hicieron con 6 cifras en 11m Y M (z) y con 20 in­
tervalos iguales de inre grac icn, Las dos curvas usadas como ccnfronrac ion
te nian va lore s de nwo de 1 y 20. Estas apare c e n en la Figura 8 junto con al­
gunos puntos de los resultados de Rosenblueth y Bustamante. La concordan-
cia e s muy buena excepto tal vez para los valores mas altos de RJIRo d onde
es de presumir que usaron la expre s Ion asintotica descrita en su trabajo'. Pa­
ra caleular F(R) con cuatro cifras significativas se requeria un niimero de cin­
co terminos como maximo en la suma de (2.26). Esto indica que probablemen­
te no fuera necesaria la expre s ion a s Inrot ic a ,
De s pue s s e caleularon curvas re or ica s con los correspondientes valores
de nslT para comparar con los histogramas e s pe r ime nta le s primeros. Para 10-
grar una e xac r itud s uf ic ie nre en la d iferenc iac ion num er ic a posterior a I c a lc u-
10 de F(R), s e tomaron en cada curv a entre 34 y 70 puntos. En cada punto la
derivada s e dedujo de las tres ordenadas a cada lado del punto y por tal razon
las d Is rr ibuc ione s 0 funciones de densidad de probabilidad de las Figuras 2
a 5, en que s e hace Ia c ompa rac ion con los 16 histogramas previos, no apare­
c e n c omp le ra s eo algunos casos en los extremos superiores.
Para comparar con los histogramas se a jus rd la escala de las curvas teo­
r ic a s en la s ig u ie nre forma. Las abscisas se multiplicaron por las medias ex­
per ime nra le s no amortiguadas correspondientes y las ordenadas por fac tore s
tales que s e obtuviera un area de 1.000. En e s ra forma las medias e xpe r ime n­
tales y re or ic a s quedaron ide nric a s para el caso no a mort iguado, Las Figuras
3 a 5 muestran que para los casos amortiguados los resultados e xpe r ime nra­
les son c ons is re nre me nte me nore s que las curvas te or ic as , La tendencia es
mayor para los casos de amortiguamiento de 10% en que la diferencia entre
la me d ia experimental y te or ic a e s de ha s ta 4%. Esra discrepancia e s de e s-
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Fig. 8. ComparaC:ion de dos distribuc:iones de probabilldad.
pe rar para los casos amortiguados, pue s ro que los resultados e xpe rime nta Ie s
dan la densidad de probabilidad de la velocidad re la riva maxima x; m ien rra s
que e l ana l is is opera con la variable " e cuac ion (2.22), la cual puede ser a­
preciablemente mayor que e l maximo x. En particular, si la velocidad maxima
no s e alcanza en la pos ic ion de equilibrio x = 0, sino en un instante en que
wox e s del orden de, por e je mp lo , un quinto del maximo k , entonces para 10%
de amortiguamiento, , sera 4% mayor que K. Este c a lc u lo muestra que para ra-
TABLA
RESPUESTA TEORICA NORMALIZADA MEDIA Y DESVIACIONES
ESTANDARES
Curva ns n Il=E(! )T ycuando s = 30 0Rn
A 4,8 0,16 0,268 0,030
B 2,4 0,08 0,353 0,047
C 1,2 0.04 0,455 0,074
D 0,6 9,02 0.573 0,113
E 0.3 0,01 0,685 0,164
F 0,15 0,005 0,803 0,219
G 0,075 0,0025 0,885 0,263
H 0,0375 0,00125 0,938 0,294
I 0,0 0,0 1,0 0,331
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AMORTIGUAMIENTO n = 0
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Fig. 10. especlros de velocidod relaliva media y dis'rib I I du e one. en torna a a me la.
zones de amortiguamiento e le vada s , la variable r no es una buena aproxima­
cion del maximo x.
En general, sin embargo, las d ie c is e is comparaciones de Figuras 2 a 5
indican que las d is tr ibuc ione s te or ic a s obtenidas aqui, bajo las suposiciones
que s e han he c ho , coinciden bien con las distribuciones experimentales de
Monte c ar lo ,
Se e sc og io una nueva serie adecuada de valores del parame tro nslT para
ob te ne r una familia particular de curvas F(R). La e le c c ion se ba s o en un va­
lor de s de tre inta se g und os y valores de niT de 0,00125; 0,0025; 0,005, etc.
ha s ta 0,16. Estos valores son adecuados para amortiguamientos de 1,2,4 Y 8%,
y periodos de '�, '�, 1,2,4 Y 8 segundos. Las func ione s de d is tr ibuc ien e s tan
trazadas en la Figura 9-a y las funciones de densidad obtenidas en la Figura
9-b por d ifere nc iac ion como antes. Se incluyen las curvas no amortiguadas de
figuras 7-a y 7-b. La Tabla I contiene los valores me d ios y las desviaciones
�standares
para las nueve curvas. Las distribuciones s e designan de A a I
ara nslT decrecientes. Es facil ver como se modifican las d i s rr rbuc i on e s
ua nd o se hace variar una de e s ta s tres variables n, soT, ·manteniendo las
Has dos c ons tanre s ,
Es ta s curvas pueden pre s e ntar s e en forma d ife re nte , comparable a la
usual de pre s e ntac ion de los e s pe c tro s de r e s pue s ra , Esto se muestra en la
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Figura 10. La e sc a la horizontal esta en func ion de T/5 0, cuando 5 se toma
como 30 segundos, en Func icn de T. Para cada amortiguamiento particular da­
do por las s e is curvas, la maxima media como fraccion de la media no amorti­
guada esta dada por la e sca la vertical. Cada uno de los maximos me d ios tiene
asociado su c orre s pond ie nre d is eribuc Icn, cuatro de las cua le s se dan en la
Figura 10. Como se habia seiialado ya, cada valor particular del parametro ns/T
define su propia respuesta maxima media y su propia distribucioo en torno
a e s ra media.
tONCLUSIONES
1) La c omparac ien entre los histogramas experimeotales y las distribuciooes
aproximadas indica que ambos plaoteamientos para determinar las d is tr i­
buciones dan resultados semejantes.
2) Las diferencias dadas por los dos planteamientos se explican por e l he che
de que e l re or ic o usa un parame tro que depende coojuntamente de la ve lo­
cidad relativa y del desplazamieoto relativo, eo lugar de la velocidad re Ia­
tiva s o lame nre ,
3) Las tecnicas de Montecarlo ofre ce n una via promisoria para abordar los
problemas estadisticos de la iogenieria antisismica.
4) Se llega a Ia conclusion de que las aproximaciones del an81isis de Rosen­
b lue th y Bustamaote, que fue confirmado satisfactorio por Caughey y Gray
sobre bases te or ic e s , y las aproximaciones de sus calculos oumericos, se
combinan para dar probabilidades de sobreviveocia razonablemente exac­
ra s , confirmadas por los c a lc u los descritos en e s te trabajo.
5) PHa valores de amortiguamiento bajos la c omparac ion de los planteamien­
tos analiticos y experimental muestra buena concordancia.
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DISTRIBUTIONS OF MAXIMUM RESPONSE TO RANDOM EXCITATION
SUMMARY:
The confidence with which average response spectra can be regarded depends
regarded depends on the spread or distribution of individual spectral values
about this average. The distribution of the maximum relative velocity response
has been investigated experimentally by Monte Carlo techniques using an
electrical analog of white noise excitation with constant duration. Tabulated
results of the means nd standard desviation for several values of damping and
period, and the histograms presented, indicate how the distributions depend
on these two structural parameters.
Confirmation of the distributions is sought by analytical methods. ,An
extension of Rosenblueth and Bustamante's results allows analytical expres­
sions to be found for the distributions of a quantity differing little from the
relative velocity, again using white noise excitation. Electronic digital com­
putation confirms that Rosenblueth's approximate numerical techniques produce
accurate probabilities of survival. Further computations have been made to
produce a family of distributions of approximate maximum response, I'Iormalized
with respect to the undamped maximum response. Each member of the family,
with its mean and standard desviation, depens on the parameter nslT. Hybrid
computation, utilizing both analog a.nd digital computers where each can be
used to best advantage, has proved invaluable in aiding the Monte Carlo studies.
